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Abstrak 
Konsep keterbagian merupakan salah satu konsep dasar dalam teori bilangan. 
Konsep ini telah diberikan kepada siswa sekolah tingkat dasar. Keterbagian juga 
digunakan pada konsep lain di teori bilangan seperti komgruen modulo, faktor 
persekutuan terbesar dan kelipatan persekutuan terkecil. Untuk memberikan 
kemudahan dalam pembelajaran konsep keterbagian perlu diberikan alternatif 
metode pembelajaran yang dapat meningkatkan minat belajar pada konsep yang 
bersifat abstrak. Salah satu alternatif yang dapat digunakan adalah permainan 
matematika yang memperkenalkan konsep keterbagian. Dalam artikel ini akan 
dibahas salah satu permainan yang menggunakan konsep keterbagian yang 
dinamakan “Divisible Div(a,n)”. Hasil utama yang diberikan dalam artikel ini 
adalah mencari strategi kemenangan yang dapat dilakukan oleh pemain. 
 
Kata Kunci: keterbagian, permainan matematika, strategi kemenangan, teori 
bilangan. 
 
Landasan Teori 
Penulisan artikel ini didasari dari sebuah soal olimpiade yang diadakan di 
Rusia pada 1997 yaitu : 
“On a chalkboard are written the numbers from 1 to 1000. Two players take 
turns erasing a number from the board. The game ends when two numbers 
remain: the first player wins if the sum of these numbers is divisible by 3, the 
second player wins otherwise. Which player has a winning strategy?” 
(Andreescu & Kedlaya, 1999) 
Soal tersebut juga telah diberikan solusinya pada buku “Mathematical Olympiads 
1997-1998 Problem and Solutions From Around The World”. Dalam solusinya 
strategi kemenangan dapat dilakukan oleh pemain giliran kedua. Strateginya adalah 
jika 𝑥 adalah suatu angka yang dihapus oleh pemain pertama maka pemain kedua 
menghapus angka 1001 − 𝑥. Sebagai contoh jika pemain pertama menghapus angka 
5 maka pemain kedua menghapus angka 996. Akibatnya jika strategi ini dijalankan 
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maka saat tersisa 2 angka, jumlah kedua angka tersebut adalah 1001, di mana 1001 
tidak habis dibagi 3. 
Permainan di atas dapat dimainkan jika kedua pemain memahami konsep 
keterbagian, khususnya kedua pemain harus mengenal bilangan-bilangan yang habis 
dibagi 3 dan bilangan yang tidak habis dibagi 3. Permainan ini dapat dikembangkan 
dengan mengganti aturan bilangan yang habis dibagi 3 dengan bilangan yang habis 
dibagi selain 3 seperti 2,4, dan 5 dan sebagainya. Selain itu permainan ini juga dapat 
diubah dengan mengganti banyak bilangan yang dipakai. 
Hal yang menarik adalah bagaimana strategi kemenangan untuk permainan 
yang serupa dengan aturan bilangan yang habis dibagi adalah bilangan bulat positif 
𝑎. Problem lain yang dapat dikembangkan dari permainan ini adalah bagaimana 
strategi kemenangan jika menggunakan angka 1 sampai 𝑛, untuk suatu bilangan bulat 
positif 𝑛. 
Secara umum permainan dalam soal olimpiade tersebut dapat dituliskan 
sebagai berikut: “Diberikan bilangan bulat positif 𝑎 > 1 dan bilangan bulat positif 
𝑛 > 2. Kita tuliskan angka berurutan dari 1 sampai 𝑛 dalam suatu papan. Dua 
pemain menghapus satu angka secara bergantian pada papan. Permainan selesai saat 
tersisa dua angka: Pemain pertama menang jika dua angka tersisa jumlahnya habis 
dibagi 𝑎, jika jumlahnya tidak habis dibagi 𝑎 maka pemain kedua yang menang”. 
Untuk seterusnya permainan ini akan disebut permainan Divisible dan ditulis 
𝐷𝑖𝑣(𝑎, 𝑛) dengan 𝑎 sebagai pembagi jumlah dua angka terakhir yang tersisa dan 𝑛 
bilangan terbesar yang dipakai dalam permainan. 
Untuk analisis strategi kemenangan pada permainan Divisible, penulis 
menggunakan teori keterbagian, kongruensi modulo dalam teori bilangan. Penulis 
juga menggunakan konsep grup dalam struktur aljabar dan penggunaan prinsip 
sarang burung merpati dalam topik kombinatorika.   
Kita awali landasan teori dalam artikel ini dari topik teori bilangan.  
1.1 Keterbagian 
Misalkan 𝑎 dan 𝑏 adalah dua bilangan bulat dengan 𝑎 ≠ 0. Bilangan bulat 𝑏 
dikatakan habis dibagi 𝑎 (atau 𝑎 habis membagi 𝑏) jika terdapat bilangan bulat 𝑐 
sehingga 𝑏 = 𝑎𝑐. Jika 𝑏 habis dibagi 𝑎 maka kita tulis 𝑎|𝑏. Jika 𝑏 tidak habis dibagi 
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oleh 𝑎 maka kita tulis 𝑎 ∤ 𝑏. Jika 𝑎|𝑏 maka 𝑏 disebut kelipatan dari 𝑎 dan 𝑎 disebut 
faktor dari 𝑏. Jelas bahwa jika 𝑎|𝑏 dan 𝑏 ≠ 0 maka 1 ≤ |𝑎| ≤ |𝑏|. 
Berikut adalah salah satu sifat yang penting mengenai bilangan bulat. 
Teorema 1.1 (Algoritma Pembagian) Misalkan 𝑎, 𝑏 adalah dua bilangan bulat 
dengan 𝑏 > 0. Terdapat pasangan tunggal bilangan bulat (𝑞, 𝑟) sehingga 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 
dan 0 ≤ 𝑟 < 𝑏. 
Berdasarkan algoritma pembagian, kita peroleh bahwa setiap bilangan bulat 
berbentuk 2𝑞 atau 2𝑞 + 1 untuk suatu bilangan bulat 𝑞. Dalam kasus 𝑏 = 3 kita 
miliki  bahwa setiap bilangan bulat berbentuk  salah satu dari 3𝑞, 3𝑞 + 1 atau 3𝑞 +
2 untuk suatu bilangan bulat 𝑞. 
1.2 Kongruen 
Misalkan 𝑎 dan 𝑏 adalah dua bilangan bulat dan 𝑚 adalah bilangan bulat positif. Kita 
katakan 𝑎 dan 𝑏 kongruen modulo 𝑚 jika 𝑚|(𝑎 − 𝑏). Jika 𝑎 dan 𝑏 kongruen 
modulo 𝑚 maka kita tulis 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚). Sebaliknya, jika tidak kita tulis 𝑎 ≢ 𝑏 
(mod 𝑚). 
 Berikut beberapa sifat yang sering digunakan dalam perhitungan operasi 
modulo  
Teorema 1.2 Misalkan 𝑚 ≥ 2 adalah bilangan bulat. Jika 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝑚) dan 𝑢 ≡ 𝑣 
(mod 𝑚) maka 𝑎𝑥 + 𝑏𝑢 ≡ 𝑎𝑦 + 𝑏𝑣 (mod 𝑚). 
Kita peroleh 2 hasil dari Teorema 2 terkait operasi perkalian dan perpangkatan dalam 
modulo. 
Akibat.1.1 Misalkan 𝑚 ≥ 2 adalah bilangan bulat. Jika 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝑚) dan 𝑢 ≡ 𝑣 
(mod 𝑚) maka 𝑥𝑢 ≡ 𝑦𝑣 (mod 𝑚). 
Bukti. Misalkan 𝑎 = 𝑢 dan 𝑏 = 𝑦. Gunakan teorema 2. 
Akibat.1.2 Misalkan 𝑚 ≥ 2 adalah bilangan bulat. Jika 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝑚) dan 𝑗 adalah 
bilangan bulat positif maka 𝑥𝑗 ≡ 𝑦𝑗 (mod 𝑚). 
Bukti. Gunakan Akibat 1.1 secara berulang dengan 𝑢 = 𝑥 dan 𝑣 = 𝑦. 
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 Untuk kasus 𝑚 = 2, berdasarkan algoritma pembagian maka untuk setiap 
bilangan bulat positif a berlaku salah satu dari pernyataan berikut: 
1. 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 2) ≡ 1, dalam kasus ini 𝑎 disebut bilangan ganjil. 
2. 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 2) ≡ 0, dalam kasus ini 𝑎 disebut bilangan genap. 
Untuk setiap bilangan bulat 𝑥 kita bentuk subhimpunan dari ℤ yang 
dinamakan kelas ekivalen/kongruen modulo 𝑚 yang memuat 𝑥 oleh [𝑥] =
{𝑦 ∈ ℤ| 𝑦 ≡ 𝑥 (𝑚𝑜𝑑 𝑚)}. Berdasarkan algoritma pembagian kita dapatkan bahwa 
koleksi subset [0], [1], … , [𝑚 − 1]} membentuk suatu partisi dari himpunan ℤ. Untuk 
setiap bilangan bulat 𝑚, 𝑚 > 1 kita notasikan ℤ𝑚 = {[0], [1], … , [𝑚 − 1]}.  Secara 
natural kita dapat mendefinisikan operasi penjumlahan modulo pada ℤ𝑚 yaitu [𝑥] +
[𝑦] = [𝑥 + 𝑦]. Penjumlahan ini terdefinisi dengan baik karena sifat komutatif 
penjumlahan bilangan bulat. 
Dapat dibuktikan bahwa himpunan ℤ𝑚 bersama dengan operasi penjumlahan 
yang didefinisikan sebelumnya adalah sebuah grup. Dalam struktur aljabar, suatu  
himpunan 𝐺 beserta suatu operasi biner (∗) pada 𝐺 dikatakan suatu grup jika 
memenuhi 3 kondisi berikut:  
1. Operasi  (∗) bersifat asosiatif yaitu :(𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) untuk 
semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺. 
2. Terdapat unsur identitas 𝑒 ∈ 𝐺 yang memenuhi 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 untuk 
semua 𝑥 ∈ 𝐺. 
3. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺 terdapat elemen 𝑦 ∈ 𝐺 sehingga 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑒 
dengan 𝑒 adalah unsur identitas. Dalam kasus ini 𝑦 disebut invers dari 𝑥 
terhadap operasi ∗. 
Sifat-sifat mengenai grup dapat dilihat dalam (Gilbert, Gilbert ,2009). Jelas bahwa 
grup ℤ𝑚 memiliki unsur identitas [0] sedangkan invers dari [𝑥] ∈ ℤ𝑚 adalah  [−𝑥]. 
Metodologi 
Metode yang dilakukan dalam penelitian ini adalah metode penelitian kualitatif yang 
menggunakan teori-teori dalam cabang-cabang matematika seperti teori bilangan, 
struktur aljabar dan kombinatorika. Pencarian solusi dari masalah penelitian 
dibangun dari hasil-hasil yang telah ada kemudian dilakukan pembuktian secara 
deduktif . 
31 
 
Analisa/Pembahasan 
Dalam permainan Divisible pemain yang mendapatkan giliran terakhir adalah 
pemain yang menyisakan dua angka terakhir atau pemain yang berhadapan dengan 
tiga angka pada papan. Secara mudah kita dapat mengetahuin pemain yang memiliki 
giliran terakhir tergantung dari bilangan terbesar yang dipakai dalam permainan. 
Lemma 3.1. 
Diberikan bilangan bulat positif 𝑎 > 1 dan bilangan bulat positif 𝑛 > 2. Pemain 
yang mendapatkan giliran terakhir dalam permainan Divisible 𝐷𝑖𝑣(𝑎, 𝑛) adalah 
pemain pertama jika angka 𝑛 adalah bilangan bulat positif ganjil dan sebaliknya jika 
𝑛 adalah bilangan bulat positif genap, maka pemain yang mendapatkan giliran 
terakhir adalah pemain kedua.  
Bukti. Jika n bilangan bulat positif genap, misalkan 𝑛 = 2𝑥 untuk suatu bilangan 
bulat positif 𝑥, maka jumlah giliran dalam satu kali permainan adalah:   
Jumlah giliran = 2𝑥 − 2 
Berdasarkan peraturan permainan, pemain pertama melakukan giliran pertama, dan 
permainan berlangsung secara berganti-gantian. Misalkan 𝑎𝑖 adalah angka yang 
diambil pemain pertama pada giliran ke i, dan 𝑏𝑖 adalah angka yang diambil pemain 
kedua pada giliran ke i. Kita peroleh barisan bilangan yang diambil kedua pemain 
sebagai berikut: 
𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, … , 𝑎𝑥−1, 𝑏𝑥−1. 
Berdasarkan barisan di atas pemain yang menjalankan giliran ke 2𝑥 − 2 adalah 
pemain kedua, dan giliran ke 2𝑥 − 2 adalah giliran terakhir. Sehingga terbukti kalau 
pemain kedua adalah pemain yang melakukan giliran terakhir. 
Sementara ketika angka n bilangan bulat positif ganjil, kita misalkan 𝑛 = 2𝑥 + 1. 
Permainan berhenti saat tersisa 2 angka, ini berarti jumlah giliran yang akan 
dimainkan oleh kedua pemain adalah: 
Jumlah giliran = 2𝑥 + 1 − 2 = 2𝑥 − 1 
Pada saat 𝑛 ganjil maka bisa didapatkan barisan angka yang diambil dari kedua 
pemain sebagai berikut: 
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𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2, … , 𝑎𝑥−1, 𝑏𝑥−1, 𝑎𝑥. 
Berdasarkan barisan di atas pemain yang menjalankan giliran ke 2𝑥 − 1 adalah 
pemain pertama. Terbukti bahwa pemain pertama adalah pemain yang melakukan 
giliran terakhir 
3.3.1. Analisis Strategi Permainan Divisible Div(𝟐, 𝒏) 
Pada subbab ini dijelaskan strategi pasti menang dalam permainan Divisible 
Div(2, 𝑛). Untuk setiap bilangan bulat positif 𝑛 diperoleh: 
𝑛 = 2𝑥 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 2 … (1) 
 Pada ℤ2 terdapat 2 kelas kongruen. Akibatnya, 𝑛 ∈ [0] ketika 𝑟 = 0, dan 𝑛 ∈
[1] ketika 𝑟 = 1. 
Tabel Cayley berikut merepresentasikan hasil penjumlahan setiap kelas 
kongruen terhadap masing-masing kelas kongruen dalam grup ℤ2. 
Tabel 3.1 Cayley Table ℤ𝟐 
+ [0] [1] 
[0] [0] [1] 
[1] [1] [0] 
 
 Melihat dari tabel Cayley terhadap penjumlahan di ℤ2, elemen identitasnya 
adalah kelas kongruen [0]. Berdasarkan tabel Cayley juga dapat dilihat dengan 
mudah bahwa invers dari kelas kongruen [0] adalah [0], dan invers dari kelas 
kongruen [1] adalah [1]. Sehingga dalam ℤ2 dapat disimpulkan bahwa invers dari 
masing-masing kelas kongruen adalah kelas itu sendiri. Analisis strategi pasti 
menang dibagi sesuai dengan nilai r sisa pembagian dari persamaan di atas. 
1. Kasus 𝒏 genap  
Lemma 3.2. 
Pemain yang memiliki strategi pasti menang dalam permainan Divisible Div(2, 𝑛) 
saat angka n genap adalah pemain kedua. 
Bukti Dengan menggunakan persamaan (1), didapatkan 𝑛 = 2𝑥, dengan x bilangan 
bulat positif. Berdasarkan lemma 3.1, pemain kedua adalah pemain yang jalan 
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terakhir, dengan giliran sebanyak 𝑥 − 1. Pemain kedua harus menyisakan 2 angka 
yang berada pada kelas kongruen yang berbeda untuk menang. Karena 𝑛 ∈ [0], maka 
banyaknya bilangan pada tiap kelas kongruen berjumlah sama, yaitu x, seperti yang 
diberikan pada tabel berikut: 
Tabel 3.2 Tabel anggota ℤ𝟐 hingga 𝟐𝒙 
[𝟏] [𝟎] 
𝟏 2 
𝟑 4 
𝟓 6 
⋮ ⋮ 
𝟐𝒙 − 𝟑 2𝑥 − 2 
𝟐𝒙 − 𝟏 2𝑥 
 
Kita misalkan 𝑎𝑖 adalah angka yang diambil oleh pemain pertama pada langkah ke-i, 
dan 𝑏𝑖 adalah angka yang diambil oleh pemain kedua pada langkah ke-i. Strategi 
pasti menang yang dimiliki oleh pemain kedua adalah mengambil 1 angka dengan 
ketentuan: 
𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 = 1 (𝑚𝑜𝑑 2). 
Jika strategi ini dilakukan hingga akhir permainan, maka tiap kelas kongruen akan 
menyisakan masing-masing satu anggota, sehingga hasil penjumlahan kedua kelas 
kongruen adalah bukan [0]. Berikut adalah gambar pohon keputusan untuk strategi 
ini: 
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Angka yang 
diambil Pemain 
1
Ganjil
Ambil angka genap Ambil angka ganjil
Genap
 
Gambar 3.1 Pohon keputusan strategi 𝒓 = 𝟎 
2. Kasus 𝒏 ganjil  
Lemma 3.3.  
Pemain yang memiliki strategi pasti menang dalam permainan Divisible Div(2, 𝑛) 
saat angka n ganjil adalah pemain pertama. 
Bukti Berdasarkan Lemma 3.1, pemain pertama adalah pemain yang menjalankan 
giliran terakhir, yaitu sejumlah 𝑥. Misalkan 𝑎 = 2𝑥 + 1, dengan x adalah bilangan 
bulat positif. Untuk menang, pemain pertama harus menyisakan 2 angka yang berada 
pada 1 kelas kongruen yang sama. Karena 𝑟 = 1, maka banyaknya bilangan dalam 
kelas kongruen [1] lebih banyak daripada kelas kongruen [0], yaitu 𝑥 + 1. Lebih 
jelasnya dapat dilihat dalam tabel berikut: 
Tabel 3.3 Tabel anggota ℤ𝟐, 1 hingga 𝟐𝒙 + 𝟏 
[𝟏] [𝟎] 
𝟏 2 
𝟑 4 
𝟓 6 
⋮ ⋮ 
𝟐𝒙 − 𝟏 2𝑥 
𝟐𝒙 + 𝟏  
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Strategi pasti menang yang dimiliki oleh pemain pertama adalah menghilangkan 
semua anggota kelas kongruen [0]. Strategi ini dapat dilakukan karena banyaknya 
giliran yang dimiliki pemain pertama adalah x, yang sama dengan banyaknya 
anggota kelas kongruen [0]. Sehingga jika strategi ini dilakukan hingga akhir 
permainan, maka yang tersisa adalah anggota kelas kongruen [1] sebanyak 2 buah, 
yang jika dijumlahkan akan membentuk bilangan yang berada dalam kelas kongruen 
[0]. Berikut adalah gambar pohon keputusan untuk strategi ini: 
Angka [0] habis?Habis
Hapus [1] Hapus [0]
Belum
 
Gambar 3.2 Pohon keputusan strategi 𝒓 = 𝟏 
 
3.3.2. Analisis Strategi Permainan Divisible Div(𝟑, 𝒏) 
Berdasarkan algoritma pembagian kita miliki bahwa: 
𝑎 = 3𝑦 + 𝑞, 0 ≤ 𝑞 < 3 … (2) 
 Angka n akan terbagi ke dalam 3  kasus kelas kongruen pada ℤ3. Kasus 
pertama adalah 𝑛 ∈ [0], kasus kedua 𝑎 ∈ [1] ketika 𝑞 = 1, dan kasus ketiga 𝑎 ∈ [2] 
ketika 𝑞 = 2 
Berdasarkan sifat dan definisi grup, semua kelas kongruen pada ℤ3 memiliki 
invers terhadap penjumlahan. Tabel Cayley berikut merepresentasikan hasil 
penjumlahan setiap kelas kongruen terhadap masing-masing kelas kongruen dalam 
grup ℤ3. 
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Tabel 3.4 Cayley Table ℤ𝟑 
+ [0] [1] [2] 
[0] [0] [1] [2] 
[1] [1] [2] [0] 
[2] [2] [0] [1] 
 
 Melihat dari tabel Cayley terhadap penjumlahan di ℤ3, elemen identitasnya 
adalah kelas kongruen [0]. Berdasarkan tabel Cayley dapat dilihat bahwa invers dari 
kelas kongruen [0] adalah [0], invers dari kelas kongruen [1] adalah [2], dan invers 
kongruen [2] adalah [1]. Dapat disimpulkan bahwa dari ℤ3, invers dari kelas 
kongruen [0] adalah kelas itu sendiri, dan invers dari kelas kongruen bukan [0] 
adalah kelas kongruen yang bukan [0] lainnya. Analisis strategi pasti menang pada 
permainan ini tergantung pada nilai sisa q, dan ganjil atau genapnya angka n. 
1. Strategi kasus 𝒏 ∈ [𝟎] dan 𝒏 genap 
Lemma 3.4. 
Pemain yang memiliki strategi pasti menang  pada permainan Divisible Div(3, 𝑛) saat 
angka 𝑛 ∈[0] dan 𝑛 genap adalah pemain kedua. 
Bukti 
Saat kondisi 𝑛 ∈ [0] maka berdasarkan persamaan (2) didapatkan: 
𝑛 = 3𝑦 
Berdasarkan lemma 3.1, pemain kedua adalah pemain yang jalan terakhir dengan 
giliran sebanyak 
3𝑦
2
− 1. Karena 𝑛 ∈ [0], maka banyaknya bilangan dalam permainan 
pada  setiap kelas kongruen berjumlah sama, yaitu 𝑦. Lebih lanjut, dari 
himpunan 𝑌 =  {1,2, … ,3𝑦} dapat dibentuk 3 buah subhimpunan 𝑌0, 𝑌1, dan 𝑌2, 
dengan ketentuan:  
𝑌0 = {𝑦 ∈ 𝑌|𝑦 ∈ [0]} … (3) 
𝑌1 = {𝑦 ∈ 𝑌|𝑦 ∈ [1]} … (4) 
𝑌2 = {𝑦 ∈ 𝑌|𝑦 ∈ [2]} … (5) 
Kemudian anggota setiap subhimpunan dapat dituliskan seperti dalam tabel berikut: 
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Tabel 3.5 Tabel anggota ℤ𝟑 hingga 𝟑𝒚 
𝒀𝟏 𝒀𝟐 𝒀𝟎 
𝟏 2 3 
𝟒 5 6 
𝟕 8 9 
⋮ ⋮ ⋮ 
𝟑𝒚 − 𝟓 3𝑦 − 4 3𝑦 − 3 
𝟑𝒚 − 𝟐 3𝑦 − 1 3𝑦 
 
 
 
Strategi pasti menang yang dimiliki oleh pemain kedua adalah: 
A1. Menyisakan 1 angka di himpunan 𝑌0. 
A2. Menghabiskan semua angka di himpunan 𝑌1 atau 𝑌2. 
Strategi di atas dapat digambarkan dalam pohon keputusan berikut:  
Kelas [0] tersisa 
1
Sisa 1
Ambil [0]
Lebih dari 1
Kelas bukan [0] yang 
lebih sedikit
Ambil [1] Ambil [2]
[1] [2]
 
Gambar 3.3 Pohon Keputusan Strategi 𝒂 ∈ [𝟎] dan genap 
Yang harus kita buktikan adalah apakah pemain kedua mempunyai jumlah giliran 
yang cukup untuk menjalankan strategi ini. Dari strategi di atas, pemain kedua akan 
38 
 
menggunakan giliran maksimal sebanyak 𝑦 − 1 kali untuk menyisakan 1 anggota 𝑌0. 
Perhatikan kondisi permainan saat terambil 2𝑦 − 2 angka oleh kedua pemain. 
Karena 2𝑦 − 2 genap, maka masing-masing telah mengambil 𝑦 − 1 angka. 
Berdasarkan strategi pemain kedua, dari 2𝑦 − 2 angka yang diambil, pasti terbagi 
menjadi 𝑦 − 1 angka berasal dari 𝑌0 dan 𝑦 − 1 lainnya berasal dari 𝑌1 atau 𝑌2. 
Berdasarkan Pigeonhole Principle (Rosen, 2018), maka ada ⌈
𝑦−1
2
⌉ angka yang 
terambil di satu himpunan 𝑌𝑖, dengan 𝑖 ≠ 0. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan 
di 𝑌1 terambil ⌈
𝑦−1
2
⌉ =
𝑦
2
 bilangan. Sisa angka yang akan diambil oleh kedua pemain 
adalah 3𝑦 − 2 − (2𝑦 − 2) = 𝑦. Akibatnya sisa giliran yang dimiliki oleh pemain 
kedua adalah 
𝑦
2
. 
Karena pemain kedua memiliki 
𝑦
2
 giliran dan di himpunan 𝑌1 tersisa 𝑦 −
𝑦
2
=
𝑦
2
 
bilangan yang akan diambil, maka pemain kedua dapat menjalankan strategi A2 di 
atas. Misalkan 2 angka terakhir yang tersisa dari permainan adalah 𝛼 dan 𝛽, maka 
dari strategi yang dijalankan pemain kedua kita peroleh kemungkinan 𝛼 dan 𝛽 
sebagai berikut: 
1. 𝛼 ∈ 𝑌0 dan 𝛽 ∈ 𝑌2 
2. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑌2 
Sehingga kedua kemungkinan tersebut jika dijumlahkan akan menghasilkan 𝛼 + 𝛽 ∉
[0]. 
2. Strategi angka 𝒏 ∈ [𝟎] dan 𝒏 ganjil  
Lemma 3.5. 
Pemain yang memiliki strategi pasti menang  pada permainan Divisible Div(3, 𝑛) saat 
angka 𝑛 ∈ [0] dan 𝑛 ganjil adalah pemain pertama. 
Bukti 
Saat kondisi 𝑛 ∈ [0] dimaka berdasarkan persamaan (2) didapatkan: 
𝑛 = 3𝑦 
Berdasarkan lemma 3.1, pemain pertama adalah pemain yang melakukan giliran 
terakhir dengan giliran sebanyak 
3𝑦−1
2
. Karena 𝑛 ∈ [0], maka banyaknya bilangan 
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permainan dalam setiap kelas kongruen berjumlah sama, yaitu 𝑦. Lebih lanjut, dari  
himpunan 𝑌 =  {1,2, … ,3𝑦} kita dapat membentuk 3 buah himpunan bagian 𝑌0, 𝑌1, 
dan 𝑌2, seperti dengan ketentuan (3), (4), dan (5) di atas, dan membentuk tabel 3.10.  
Langkah pertama strategi pasti menang yang dimiliki oleh pemain pertama adalah 
mengambil 1 anggota 𝑌0. Sehingga yang tersisa dalam permainan adalah 𝑦 − 1 
anggota 𝑌0 dan masing-masing y anggota 𝑌1dan 𝑌2. Setelah diambil 1 anggota, 𝑌0 
menjadi beranggotakan genap, sehingga terdapat 
𝑦−1
2
 pasang bilangan di 𝑌0. 
Kelas kongruen [1] dan kelas kongruen [2] saling invers dan masing-masing 
beranggotakan sejumlah y, sehingga dapat terbentuk sebanyak y pasang bilangan 
saling invers antara 𝑌1 dan 𝑌2 misalkan (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2), … , (𝑎𝑦, 𝑏𝑦), di mana 𝑎𝑖 +
𝑏𝑖 ∈ [0]. 
Setelah langkah pertama, jika pemain kedua mengambil angka 𝑏𝑖, maka pemain 
pertama mengambil angka 𝑎𝑖, dan sebaliknya. Maka pasti tersisa 2 angka 𝑎𝑗, 𝑏𝑗 untuk 
suatu bilangan 𝑗. Akibatnya pemain pertama yang memenangkan permainan. Berikut 
adalah gambar pohon keputusan strategi pemain pertama: 
Langkah 
PertamaBukan
Ambil [0]
Ya
Yang diambil 
pemain Kedua
Ambil [2] Ambil [1]
[1] [2]
[0]
Ambil [0]
 
Gambar 3.4 Pohon Keputusan Strategi 𝒏 ∈ [𝟎] dan 𝒏 ganjil 
3. Strategi angka 𝒏 ∈ [𝟏] dan 𝒏 genap 
Lemma 3.6. 
Pemain yang memiliki strategi pasti menang  pada permainan Divisible Div(3, 𝑛) saat 
angka 𝑛 ∈ [1] dan 𝑛 genap adalah pemain kedua. 
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Bukti 
Saat kondisi 𝑛 ∈ [1] , kita masukkan ke dalam persamaan (2) didapatkan: 
𝑎 = 3𝑦 + 1 
Berdasarkan lemma 3.1, pemain kedua adalah pemain yang jalan terakhir dengan 
giliran sebanyak 
3𝑦−1
2
. Sebuah himpunan 𝑌 =  {1,2, … ,3𝑦 + 1} dapat membentuk 3 
buah subhimpunan 𝑌0, 𝑌1, dan 𝑌2, dengan ketentuan (3), (4), dan (5). Kemudian 
anggota setiap himpunan didapatkan seperti dalam tabel berikut: 
 
 
Tabel 3.6 Tabel anggota ℤ𝟑 hingga 𝟑𝒚 + 𝟏 
𝒀𝟏 𝒀𝟐 𝒀𝟎 
𝟏 2 3 
𝟒 5 6 
⋮ ⋮ ⋮ 
𝟑𝒚 − 𝟓 3𝑦 − 4 3𝑦 − 3 
𝟑𝒚 − 𝟐 3𝑦 − 1 3𝑦 
𝟑𝒚 + 𝟏   
Melihat tabel 3.11, himpunan 𝑌1 memiliki satu anggota lebih banyak dibanding 
himpunan lainnya. Strategi pasti menang yang dimiliki oleh pemain kedua adalah: 
B1. Menyisakan 1 angka di himpunan 𝑌0. 
B2. Menghabiskan semua angka di himpunan 𝑌1 atau 𝑌2. 
Strategi di atas dapat digambarkan dalam pohon keputusan berikut:  
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Kelas [0] tersisa 
1
Sisa 1
Ambil [0]
Lebih dari 1
Kelas bukan [0] yang 
lebih sedikit
Ambil [1] Ambil [2]
[1] [2]
 
Gambar 3.5 Pohon Keputusan Strategi 𝒂 ∈ [𝟏] dan genap 
Yang harus kita buktikan adalah apakah pemain kedua memiliki jumlah giliran yang 
cukup untuk menjalankan strategi ini. Dari strategi di atas, pemain kedua akan 
menggunakan giliran maksimal sebanyak 𝑦 − 1 kali untuk menyisakan 1 anggota 𝑌0. 
Perhatikan kondisi permainan saat terambil 2𝑦 − 2 angka oleh kedua pemain. 
Karena 2𝑦 − 2 genap, maka masing-masing telah mengambil 𝑦 − 1 angka. 
Berdasarkan strategi pemain kedua, dari 2𝑦 − 2 angka yang diambil, pasti terbagi 
menjadi 𝑦 − 1 angka berasal dari 𝑌0 dan 𝑦 − 1 lainnya berasal dari 𝑌1 atau 𝑌2. 
Berdasarkan Pigeonhole Principle (Rosen, 2018), maka ada ⌈
𝑦−1
2
⌉ angka yang 
terambil di satu himpunan 𝑌𝑖, dengan 𝑖 ≠ 0.  Karena 𝑦 − 1 genap, maka ⌈
𝑦−1
2
⌉ =
𝑦−1
2
. 
Saat kondisi 2𝑦 − 2, sisa giliran pemain kedua adalah: 
3𝑦 + 1 − 2 − (2𝑦 − 2)
2
=
𝑦 + 1
2
 
Kasus I: 𝒀𝟐 terambil 
𝒚−𝟏
𝟐
 bilangan 
Akan dibuktikan bahwa sisa bilangan dalam himpunan 𝑌2 dapat dihabiskan oleh 
pemain kedua jika 𝑌2 telah terambil sebanyak 
𝑦−1
2
 bilangan. Sisa bilangan di 𝑌2 saat 
kondisi permainan terambil sebanyak 2𝑦 − 2 bilangan adalah 𝑦 −
𝑦−1
2
=
𝑦+1
2
 
bilangan. Karena sisa giliran pemain kedua sama dengan sisa bilangan di 𝑌2, maka 
terbukti sisa giliran pemain kedua dapat menjalankan strategi B2. 
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Kasus II: 𝒀𝟐 terambil kurang dari 
𝒚−𝟏
𝟐
 bilangan 
Akan dibuktikan bahwa sisa bilangan dalam himpunan 𝑌1 pasti dapat dihabiskan oleh 
pemain kedua. Asumsikan bahwa 𝑌2 telah terambil 𝑥 bilangan dengan 𝑥 <
𝑦−1
2
. 
Akibatnya di 𝑌1 akan terambil lebih dari 
𝑦−1
2
. Paling sedikit ada 
𝑦−1
2
+ 1 bilangan 
yang telah diambil dari himpunan 𝑌1. Jadi sisa bilangan di 𝑌1 adalah 𝑦 −
𝑦−1
2
=
𝑦+1
2
. 
Karena sisa giliran pemain kedua sama dengan sisa bilangan di 𝑌1, maka terbukti sisa 
giliran pemain kedua dapat menjalankan strategi B2. 
Misalkan 2 angka terakhir yang tersisa dari permainan adalah 𝛼 dan 𝛽, maka dari 
strategi yang dijalankan pemain kedua kita peroleh kemungkinan 𝛼 dan 𝛽 sebagai 
berikut: 
1. 𝛼 ∈ 𝑌0 dan 𝛽 ∈ 𝑌1 
2. 𝛼 ∈ 𝑌0 dan 𝛽 ∈ 𝑌2 
3. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑌1 
4. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑌2 
Sehingga keempat kemungkinan tersebut jika dijumlahkan akan menghasilkan 𝛼 +
𝛽 ∉ [0]. 
4. Strategi angka 𝒏 ∈ [𝟏] dan 𝒏 ganjil 
Lema 3.7. 
Pemain yang memiliki strategi pasti menang  pada permainan Divisible Div(3, 𝑛)  
saat angka 𝑛 ∈ [0] dan 𝑛 ganjil adalah pemain pertama. 
Bukti 
Saat kondisi 𝑛 ∈ [1], berdasarkan persamaan (2) didapatkan: 
𝑛 = 3𝑦 + 1 
Berdasarkan lemma 3.1, pemain pertama adalah pemain yang jalan terakhir dengan 
giliran sebanyak 
3𝑦
2
. Karena 𝑛 ∈ [1], maka jumlah anggota berjumlah sama, yaitu 𝑦. 
Sebuah himpunan 𝑌 =  {1,2, … ,3𝑦 + 1} dapat membentuk 3 buah himpunan 𝑌0, 𝑌1, 
dan 𝑌2, seperti dengan ketentuan (3), (4), dan (5) di atas, dan membentuk tabel 3.11.  
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Langkah pertama pasti menang yang dimiliki oleh pemain pertama adalah 
mengambil 1 bilangan di 𝑌1. Sehingga yang tersisa dalam permainan adalah masing-
masing 𝑦 bilangan di himpunan 𝑌1 dan 𝑌2. Karena jumlah anggota 𝑌0 genap, maka 
dapat terbentuk sebanyak 
𝑦
2
 pasang bilangan di 𝑌0. 
Dari kondisi 𝑌1 dan 𝑌2, kita dapat membentuk 𝑦 pasang bilangan 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 dengan 𝑎𝑖 ∈  
𝑌1 dan 𝑏𝑖 ∈ 𝑌2, sehingga 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 ∈ [0]. Dengan argumen yang sama, seperti pada 
pembuktian lemma 3.5, kita peroleh pemain pertama yang memenangkan permainan. 
Berikut adalah gambar pohon keputusan strategi pemain pertama: 
Langkah 
Pertama
Bukan
Ambil [1]
Ya
Yang diambil 
pemain Kedua
Ambil [2] Ambil [1]
[1] [2]
[0]
Ambil [0]
 
Gambar 3.6 Pohon Keputusan Strategi 𝒂 ∈ [𝟏] dan ganjil 
5. Strategi angka 𝒏 ∈ [𝟐] dan 𝒏 genap 
Lemma 3.8. 
Pemain yang memiliki strategi pasti menang  pada permainan Divisible Div(3, 𝑛)  
saat angka 𝑛 ∈[2] dan 𝑛 genap adalah pemain kedua. 
Bukti 
Saat kondisi 𝑛 ∈ [2] dimasukkan ke dalam persamaan (2) didapatkan: 
𝑛 = 3𝑦 + 2 
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Berdasarkan lemma 3.1, pemain kedua adalah pemain yang jalan terakhir dengan 
giliran sebanyak 
3𝑦
2
. Sebuah himpunan 𝑌 =  {1,2, … ,3𝑦 + 2} dapat membentuk 3 
buah subhimpunan 𝑌0, 𝑌1, dan 𝑌2, dengan ketentuan (3), (4), dan (5). Kemudian 
anggota setiap himpunan didapatkan seperti dalam tabel berikut: 
Tabel 3.7 Tabel anggota ℤ𝟑 hingga 𝟑𝒚 + 𝟐 
𝒀𝟏 𝒀𝟐 𝒀𝟎 
𝟏 2 3 
𝟒 5 6 
𝟕 8 9 
⋮ ⋮ ⋮ 
𝟑𝒚 − 𝟓 3𝑦 − 4 3𝑦 − 3 
𝟑𝒚 − 𝟐 3𝑦 − 1 3𝑦 
𝟑𝒚 + 𝟏 3𝑦 + 2  
Strategi pasti menang yang dimiliki oleh pemain kedua adalah: 
C1. Menyisakan 1 angka di himpunan 𝑌0. 
C2. Menghabiskan semua angka di himpunan 𝑌1 atau 𝑌2. 
Strategi di atas dapat digambarkan dalam pohon keputusan berikut:  
Kelas [0] tersisa 
1
Sisa 1
Ambil [0]
Lebih dari 1
Kelas bukan [0] yang 
lebih sedikit
Ambil [1] Ambil [2]
[1] [2]
 
Gambar 3.7 Pohon Keputusan Strategi 𝒂 ∈ [𝟐] dan genap 
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Yang harus kita buktikan adalah apakah pemain kedua mempunyai jumlah giliran 
yang cukup untuk menjalankan strategi ini. Dari strategi di atas, pemain kedua akan 
menggunakan giliran maksimal sebanyak 𝑦 − 1 kali untuk menyisakan 1 anggota 𝑌0. 
Perhatikan kondisi permainan saat terambil 2𝑦 − 2 angka oleh kedua pemain. 
Karena 2𝑦 − 2 genap, maka masing-masing telah mengambil 𝑦 − 1 angka. 
Berdasarkan strategi pemain kedua, dari 2𝑦 − 2 angka yang diambil, pasti terbagi 
menjadi 𝑦 − 1 angka berasal dari 𝑌0 dan 𝑦 − 1 lainnya berasal dari 𝑌1 atau 𝑌2. 
Berdasarkan Pigeonhole Principle (Rosen, 2018), maka ada ⌈
𝑦−1
2
⌉ angka yang 
terambil di satu himpunan 𝑌𝑖, dengan 𝑖 ≠ 0. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan 
di 𝑌1 terambil ⌈
𝑦−1
2
⌉ =
𝑦
2
 bilangan. Sisa angka yang akan diambil oleh kedua pemain 
adalah 3𝑦 − (2𝑦 − 2) = 𝑦 + 2. Akibatnya sisa giliran yang dimiliki oleh pemain 
kedua adalah 
𝑦
2
+ 1. 
Karena pemain kedua memiliki 
𝑦
2
+ 1 giliran dan di himpunan 𝑌1 tersisa 𝑦 + 1 −
𝑦
2
=
𝑦
2
+ 1 bilangan yang akan diambil, maka pemain kedua dapat menjalankan strategi 
C2 di atas. Misalkan 2 angka terakhir yang tersisa dari permainan adalah 𝛼 dan 𝛽, 
maka dari strategi yang dijalankan pemain kedua kita peroleh kemungkinan 𝛼 dan 𝛽 
sebagai berikut: 
1. 𝛼 ∈ 𝑌0 dan 𝛽 ∈ 𝑌2 
2. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑌2 
Sehingga kedua kemungkinan tersebut jika dijumlahkan akan menghasilkan 𝛼 + 𝛽 ∉
[0]. 
6. Strategi angka 𝒏 ∈ [𝟐] dan 𝒏 ganjil 
Lemma 3.9. 
Pemain yang memiliki strategi pasti menang  pada permainan Divisible Div(3, 𝑛)  
saat angka 𝑛 ∈[2] dan 𝑛 ganjil adalah pemain pertama. 
Bukti 
Saat kondisi 𝑛 ∈ [2] dimasukkan ke dalam persamaan (2) didapatkan: 
𝑛 = 3𝑦 + 2 
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Berdasarkan lemma 3.1, pemain pertama adalah pemain yang melakukan giliran 
terakhir dengan giliran sebanyak 
3𝑦−1
2
. Sebuah himpunan 𝑌 =  {1,2, … ,3𝑦 + 2} dapat 
membentuk 3 buah himpunan bagian 𝑌0, 𝑌1, dan 𝑌2, seperti dengan ketentuan (3), (4), 
dan (5) di atas, dan membentuk tabel 3.10.  
Langkah pertama strategi pasti menang yang dimiliki oleh pemain pertama adalah 
mengambil 1 anggota 𝑌0. Sehingga yang tersisa dalam permainan adalah 𝑦 − 1 
anggota 𝑌0 dan masing-masing 𝑦 + 1 anggota 𝑌1dan 𝑌2. Setelah diambil 1 anggota, 
𝑌0 menjadi beranggotakan genap, sehingga terdapat 
𝑦−1
2
 pasang bilangan di 𝑌0. 
Kelas kongruen [1] dan kelas kongruen [2] saling invers dan masing-masing 
beranggotakan sejumlah 𝑦 + 1, sehingga dapat terbentuk sebanyak 𝑦 + 1 pasang 
bilangan 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 dengan 𝑎𝑖 ∈  𝑌1 dan 𝑏𝑖 ∈ 𝑌2, sehingga 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 ∈ [0]. Dengan argumen 
yang sama, seperti pada pembuktian lemma 3.5, kita peroleh pemain pertama yang 
memenangkan permainan. Berikut adalah gambar pohon keputusan strategi pemain 
pertama: 
Langkah 
Pertama
Bukan
Ambil [0]
Ya
Yang diambil 
pemain Kedua
Ambil [2] Ambil [1]
[1] [2]
[0]
Ambil [0]
 
Gambar 3.8 Pohon Keputusan Strategi 𝒏 ∈ [𝟐] dan ganjil 
Setelah melakukan berbagai pembuktian untuk dari berbagai kasus di atas, 
didapatkan teorema berikut: 
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Teorema 3.1  
Pemain yang memiliki strategi pasti menang dalam permainan Divisible Div(3, 𝑛) 
adalah pemain pertama jika n ganjil. Sebaliknya untuk n genap, maka pemain yang 
memiliki strategi pasti menang adalah pemain kedua. 
 
Simpulan 
Permainan matematika yang diberikan dalam soal olimpiade di atas dapat dituliskan 
secara umum menjadi permainan permainan Divisible Div (𝑎, 𝑛) untuk suatu 
bilangan bulat 𝑎 > 1 dan bilangan bulat 𝑛 > 2. Dalam artikel ini dibahas pencarian 
strategi kemenangan dalam kasus Divisible Div(2, 𝑛) dan Div(3, 𝑛). Hasil yang 
ditemukan adalah   untuk permainan Divisible Div(2, 𝑛) pemain pertama selalu dapat 
menang jika 𝑛 adalah bilangan ganjil sebaliknya jika 𝑛 genap maka pemain kedua 
selalu dapat menang. Untuk permainan Divisible Div(3, 𝑛) didapat hasil yang serupa 
yaitu adalah pemain pertama selalu dapat menang jika n ganjil. Sebaliknya untuk n 
genap, maka pemain yang memiliki strategi pasti menang adalah pemain kedua. 
Strategi kemenangan permainan dapat dilihat dalam pembuktian lema-lema dan 
teorema dalam pembahasan di atas. Strategi kemenangan yang tidak dijalankan akan 
berakibat memberikan kemungkinan kemenangan pemain lawan. Namun dalam 
artikel ini belum dapat dihitung peluang kemenangan setiap pemain jika tidak 
menjalankan strategi kemenangan. Sebagai kelanjutan penelitian pencarian strategi 
kemenangan dapat diteruskan dalam permainan Divisible Div (𝑎, 𝑛) untuk kasus 𝑎 >
3. 
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